

REFLEXIONS 

SUR UN PROBLÈME DE GEOMETRIE 

TRAITÉ PAR Q^U E L Q^U ES GEOMETRES, 

E T Q^V l EST NÉANMOINS 
^ IMPOSSIBLE. 

par M. EULER, 


Il y a des perfonnés qui prétendent, que la Géométrie & l’Àna- 
A lyfe ne demandent pas beaucoup de raifonnemens; ils s’imaginent 
que les régies, que ces Sciences nous preferivenr, renferment' déjà les 
raifonnemens néceffaires pour parvenir à la folarlon, & qu’on nVqu’à 
executer les opérations conformément à ces régies, fans' fe mettre en 
peine des raifonnemens, fur lesquels ces régies font fondées. Cette 
opinion, fi elle étoir fondée, feroit bien contraire au fentiment pres- 
que général, où l’on regarde la Géométrie & l’Analyfe comme 
les moyens les plus propres à cultiver Tefprit, & à mettre en exer- 
cice la faculté de raifonner. Quoique ces gens ayent une teinture des 
Mathématiques, il faut pourtant qu’ils fe foient peu appliqués à la 
refolution des problèmes un peu difficiles : car ils fe feroient bientôt 
apperçus , que la feule application des régies preferites eft d’un fort 
foible fecours pour réfoudre ces fortes de problèmes, & qu’il faut 
auparavant examiner bien foigneufêment toutes les circonftanees du 
problème, ôc foire là deffius quantité de raifonnemens, avant qu’on puis- 
fe employer ces régies, qui renferment le reffie des raifonnemens, dont 
nous ne nous appercevons presque point , en pourfuivant le calcul. 
C’eft cette préparation néceflaire avant que de recourir au calcul, qui 
exige très fou vent une plus longue fuire de raifonnemens;, que peut- 
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être aucune autre Science n’exige jamais ; & où Ton a ce grand avan* 
rage, qu’on peur s’afTurèV de leur juflefTe, pendant que dans les autres 
Sciences on eft fouvent obligé de s'arrêter à des raifonnemcns peu con- 
vaincans. Mais suffi !e calcul même, quoique l’Analyfe en prefcrive 
les régies, doit partour être fou tenu par un raifonneinent -folide T au 
défaut duquel on risque de le tromper à tout momenr. Le Geomérre 
trouve donc par tour occafion d’exercer fon e/prit par des raifonne- 
mens, qui le doivent conduire crins la folutiqri de tous les problèmes 
difficiles, qu’il entreprend ; & à moins qu’il ne fuit bien fur fes gar- 
des, il cil à craindre, qu’il ne tombe fur des JNutions faufles. Un 
problème de Géométrie, qu’on trouve amplement traité dans les Mé- 
moires de f Académie Royale des Sciences de Paris, & dans les Aétes 
de Leipzig, peut fervir d’une preuve bien remarquable de ce que je 
viens d’avancer ; ce problème étoit conçu dans ces termes; 

Fig. *. Trouver une Vigne courbe MAN nu tour d'un point fixe C, 

telle, que fi Ton tire pnr ce point C un; ligne droite quelcon- 
que MCN, qui coupe la courbe en deux points M & N, les 
tangentes MT & NT menées à ces points fijjent entr' elles en 
T un angle donné. 

Quoiqu’on trouve de ce problème diverfes ‘folurions, je foutiens qu’il 
eft toujours impodiblc, 'à moins que l’angle T ne fuir, ou droit, ou 
nul ; à l’exception, de ces deux cas, les folutions prétendues pèchent 
contre le principe de continuité, qu’on ne doit jamais perdre de vue 
dans ces fortes de problèmes, où il s’agit de deux points, qui doivent 
appartenir à la même ligne courbe. O’eft ce grand principe de con- 
tinuité qu’il faut étudier à fond, avant qu’on pu ; fïè fe promettre un 
bon iuccès dans ces recherches ; &. e’eft de là , ou’on doit puifer non 
feulement les fondement de la folurion, mais ftuflî le jugement, fi le 
problème eft polfible ou non ? Pour dévelopcr foi idem en r rour ce 
qui regarde le problème en queftion, je m’en vais faire là dcflùs les 
réflexions» fuivanres. , 
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*r. -Réflexion. 

Pour repréfenter une relie courbe, en cas qu*elTe foir poffiblc, 
je conçois une ligne fixe CA tirée du point C, autour duquel on 
fafie tourner une ligne CM, dans Je fens AM, de forte que l’an- 
gle ACM, s’ouvre de plus en plus, jusqu’à ce que Ja ligne CM, 
après avoir achevé un rour enrier, revienne dans la firuarion CA. 
Et d’abord je remarque qu’à chaque angle ACM doit répondre à une 
feule valeur de la ligne CM, puisqu’elle ne doit couper la courbe 
que dans un fcul point M ; car fi elle la coupoir en plulîcurs, cela 
feroit contraire à la nature delà queftion, qui fuppofe que chaque 
jignc'MCN prolongée de part & d’antre du point C ne rencontre 
la courbe qu’en deux points M & N. Or je diftingue ici les deux 
parties CM & CN de cette ligne droite, entant que la partie CM 
répond à l’angle ACM, & l’autre CN à l’angle pointu, qui furpaflë 
celui-là de deux droits. 

2. Réflexion. 

Pofant donc l'angle ACM“^), & la droite CM“a, la 
nature de la courbe déterminera z par une certaine fonction de l’an- 
gle (p, ou des quantités qui en dépendenr. Telles quantités font le 
finus 6c cofinus de l’angle ACM, qui fonr d’auranr plus propres à 
former la détermination de la ligne CM — s, puisqu’elles repren- 
nent toutes les fois les mêmes valeurs , que la ligne mobile C M re- 
vient après un ou pluficurs rours dans la même fîtuaiion CM; au 
lieu que fi l'angle lui - même ACM ” (£> entrait dans cette détermi- 
nation, il en réfulrcroir après chaque tour une nouvelle valeur- de U 
ligne CM- II ne faut pas non plus, que les finus ou cofinus de la 
moitié, ou du tiers, ou quarr &c. de i’angie ACM entrent dans 
la détermination de la ligne CM” s, puisque ces quantités donne- 
roient ù Ja fois deux ou pluficurs valeurs pour Ja ligne CM. Pour 
éviter donc ces cas contraires à Ja nature du problème, il faut que 
k ligne CM ” » foir exprimée par une ftméïion uniforme de.fin (p 
& cof (p . 
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3. Réflexion. 

Concevons donc que la ligne CM Toit égale à une fonc- 
tion uniforme de fin (£> & cof (£> ; 6c en vertu du principe de con- 
tinuité, fi l’on met pour (p un autre angle quelconque A C(t ~ xp.» 
Ôc partant fin & cof 4» pour fin (p & cof(p, ladite fonétion don- 
nera la valeur de la ligne C(i } qui répond à l’angle A C|t “ 4*’ 
iDonc, pour arriver à la droite CN, qui efl en oppofition avec la pre- 
mière CM, il faut augmenter l’angle (p de deux angles droits; ou 
bien ladite fonétion donnera la quantité delà ligne CN, lorsqu’on 
met au lieu de l’angle (p l’angle x8o°— l~(p. Or puisque 

fin ( i 8o°-f- <P) “ — fin (p, 6c cof ( i 8o°-f- (p) “ — cof (p., 
fi dans la fonétion de fin <P 6c cof (p, qui exprime la quantité de la 
ligne CM “2, on met pour fin (p & cof (p leurs négatifs — fin@ 
& — cof(p, lafonétion exprimera la quantité de la ligne droite CN. 
Et partant fi nous nommons cette ligne CN~s / , la fonélion s 
fe changera en s ; , lorsqu’on mettra — fin (p 6c — cof (p au lieu de 
fin (p 6c cof (p . 

4. Réflexion. 


Mais, pour nous approcher davantage de la quefiion propofée, 
qui demande que l’angle T foit confiant, il fera bon d’inrroduire dans 
le calcul l’angle C MT, que fait la droite CM, avec la tangente de la 
courbe MT. La fuite de nos recherches nous fera voir, qu’il efi le 
plus à propos d’introduire la tangente de cet angle C M T, qui foit ~t 

Or il efi aifé de voir qu’il y aura t “ ~~ : au lieu que le finus 6c 

cofinus de cet angle GMT auroient été exprimés par des formules 

irrationnelles 77 /y\ — rrrr > & ■ - ~ — — — 

VÇaz 2 — (— sWfp 1 ) v [a z -}—zzc/{p 2 ) * 

qui à caufe de l’ambiguité du figne radical imroduiroient une am- 
biguité dans le calcul , que nous devons éviter : ce qui efi la rai- 
fon, qu’il convient de fe fervir plutôt de la tangence de l’angle 
C M T. 


y. Réflexion. 


Ayant donc pofé la tangente de l’angle CMT"fj puisque 
ft z eft une fonction de fin <p 6c cof(p, comme nous 


fuppofons, il eft évident que t fera au/fi exprimé par une fonction 
de fin 6c coftp. Nous pourrons nous donc pafler d’abord dans 
le calcul de la longueur de la ligne CM zs, 6c confidérer im- 
médiatement la quantité t comme une fon&ion de fin <p & cof <p : 
6c ce que nous avons remarqué fur l’uniformité de la fonétion s, 
aura aulfi lieu à l’égard de la fonction t> qui doit être telle, qu’à 
chaque angle ACM “ (J>, il ne réponde qu’une valeur pour r, ou 
pour la tangente C M T. Donc, fi nous mettons pour (p un autre 
angle quelconque ACjt4“4b la même fonction donnera alors la Tan- 
gente de l’angle CjtcM, que la droire Cft fait en pc avec la courbe. 


S . Réflexion. 


Mais, puisque chaque ligne C M fait avec la courbe deux an- 
gles, l’un CMT en avant, 6c l’autre CMjtc en fuite du mouvement, 
il faut bien fixer d’abord, lequel de ces deux eft inrroduir dans le 
calcul. Cela dépend bien de notre volonté, mais il faut bien pren- 
dre garde , qu ’ après avoir choifi l’un ou l’autre pour une firuarion 
de la droite CM, on fuive pour mures les aurres firuarions le mc- 

* — ~d% 


me choix. Ayant donc pris 


pour marquer la tangente 


de l’angle, que fait la droite CM avec la courbe en avant par rap- 
port au mouvement de gyration , que nous fuppofons à la ligne 
mobile CM, nous devons fuivre dans route aurre fituation la même 
régie. Ainfi mettant 4 pour (P, la valeur de t donnera la tangente 
de l’angle CjtiM; & lorsqu’on tourne la ligne CM jusqu’à parvenir 
à C N , alors l’exprclfion de t donnera la tangente de l’angle C N v t 
Ôc non pas celle de l’angle CNT. 


Mim. dt t/fcjd, Tom. X, 


Z 
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7. Réflexion. 

Soit donc t 1 la tangente de l’angle CNv, que fart la ligne CN 
avec la courbe en avant ; <Sc de quelque maniéré que t> ou la tan- 
■gente de l’angle CMT foit exprimée par fin p fltcoffp, cetre mê- 
me cxprelfion fournira en vertu du principe de continuité la valeur 
de t 1 ) li l’on met au lieu de l’angle p, l’angle i&o 0 — )—<£>, ou bien 
fi l’on met — fin^) & — cof® au lieu de fin p & cof ®. Donc fi 
nous fuppofons que t eft égal à une certaine fon&ion de fin p & 
cof p , alors t 1 fera égal à une femblnble fonftion de — fin p & 
— cof® ; ou la fonction t ‘ refulrera de la fonction t , fi l’on prend 
dans celle • cy tant fin ® que cof ® négatifs. D’où l’on comprend 
réciproquement, que la fonction t / fournira la fonétion t , fi l’on 
y prend aulfi négativement le fin ® & cof®: & narrant t 6c t { 
font deux fonctions tic fin ® & cof® tellement rapportées entr’elles 
que l'une naît de l’autre, en pofanr — fin ® & — cof p au lieu de 
fin p & cof ®. 

8. Réflexion. 

On trouve donc de la tangenre t de l’angle CMT, celle de 
l’angle C N V> ou t \ en prenant les fin ® & cof p négativement : & 
puisque t 1 rmrque la tangente de l’angle CNv, la tangente de l’an- 
gle CNT fera ~ — t‘. Or le problème exige, que la fomme des 
angles CMT —J— CNT fuir confiante, ou fi nous pofons l’angle 
MT N — a, il faur qu’il foie 

a == C N v — CMT. 


Donc, puisque rang CN v zn t' & tang CMT zz 


tang a 


t 1 t 

1 — 1 — 




nous aurons: 


Et parranr pour refoudre le problème, il faur chercher une relie fonc- 
tion de fin & cn , "® ) que pofanr lin® & cof® pour 

— 1 — fiiï if? & — i — cof if) , il en réfulte t 1 en forte qu’il devienne 


t f t _ 

1 - 1 - 1 V 


tanga, ou 


f / — t — rang a — tt / tang a. 
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$. Réflexion. 

Ayant établi un tel rapport entre les deux fondions t 5c que 
l’une nair de l’aurre en prenant négativement les élémens fin ôc 
cof(J), dont elles fonr fondions : if s’agit de déterminer la nature de 
ces fonctions , afin qu’t! foir 

t* t ~ targ a— 1— rr'ianga, ou t f — t tt'img a — tang a- 

Pour tirer commodément de cette équation l’une 5c l’autre quantité 
t <5c t \ je la multiplie par tang a, 5t j’ajoute de part 5c d’aurre 
l’unité, d’où j’obtiens 

i ~\-t f tanga t tanga tt ' tanga 3 “ i -(—tanga 2 “ fec. a*. 

Je fais ces opérations, pour rendre le premier membre réfoluble en 
deux faéleurs, où les deux quantités t ôi t* foient féparêes, caron 
aura : (i — tanga) (i rang a) ” fec. a 2 , 

& voyons, comment on doit faiisfaire à cette équation. 

io. Réflexion. 

Donc, fi nous pofons i — t tang a — M fec. a, il faut de né* 
çcflité que l’autre foit i z 7 tang a zr ^ fec. a : & partant nous 

aurons: ftnngazii — Mfec.a, & t 1 tanga ~ — fec. a — t. 

D iVl 

Suppofons maintenant que M change en M', fi i’on prend négati- 
vement les finus 5c eoimus de tp ; 6c puisqu’alors t change en i f , 5c 
t* en tj nous aurons encore ces équations: 

t 1 tang a rz r M' fec. a, 5c t rang a — — fec. a 1 . 

Z3 ï O 

Celles -cy étant combinées avec celles ■ là donnenr 

2 z: Mfec a-|- — fec. a, & 2 = M'fec. a-f- ife: a, 

d’où l’on rire ~ M , & de plus aM ~ (MM— f— 1 ) fec. a, 

Z 2 ce 



i H - y — fcc ct^ ) 

ce qui fournit une valeur déterminée pour M “ -= — — ~y 

laquelle étant imaginaire montre fufïifamment, qu’il eft impotfible de 
réfoudre le problème en général. Car à caufe de V(t ~ fec a 3 ) ZZZ 

V 1 . tanga, il en fuivroit t ~ 4- J/ i, ou bien la cou~be 

AM feroit imaginaire. 


ii. Réflexion. 

C’eft donc en vertu du principe de continuité, qu’on doit pro- 
noncer, que le problème conçu généralement n’admet aucune folu- 
tionj 6c partant les folutions prétendues, que quelques uns en ont 
données, font en contradiction avec;ce principe, & ne donnenr pas 
de courbes continues, qui fatisfaflenr à la queftion; ce qu’il fera aifé de 
faire voir, en comparant ces folutions avec les maximes que je viens 
de déduire du principe de continuité. Auffi ne trouve -t- on aucune 
de ces folutions appliquée à une courbe déterminée, pour qu’on en 
puiflë voir, de quelle maniéré les conditions du problème fer oient rem- 
plies, fi ce n’efî pour le cas, où l’angle T formé par les tangentes eft 
droir. Mais dans ce cas les raifons , d’où je viens de conclure l’im- 
poffibilité du problème, ceffent, & font voir évidemment, que le pro- 
blème devient poffible dans ce cas, & qu’il admet même une infinité de 
folutions, parmi lesquelies il s’en rrouve de forr remarquables. Cette 
impoJlibiliré fe perd auflï dans le cas, où l’angle T évanouit, ce qu’il 
fera imporranr de déveloper plus fuigneufemenr. 


12. Réflexion. 

Je dis donc que les raifons , qui viennenr de nous convaincre 
de î’impoJïîbilité du problème en général, perdent toute leur force 
dan3 le cas, où l’angle T zz a eft fuppofé droit. Car , puisqu’alors 
la fecante de l’angle a devient infinie, nos deux équations pour M 
& M / fe réduifenc à celles * cy : 

o “ M -j- j— , & o — M'-f- 


au\^ 


auxquelles fatisfait la même condition MM'-j- i “ o. Donc pour 
le cas, où l’angle a eft droit, on n’a qu’à chercher une telle fonc- 
tion de fin (f) & cof (£> pour M, qui en prenant fin Ç) & cof <£> néga- 
tivement devienne M 7 , enforte qu'il foit MM 7 —J— i “ o, & une telle 
fonction trouvée pour M fournit d’abord àcaufc de fec.a“tga~to , 
pour une courbe farisfaifante cette équation t — — AI, & partant 

zdp dz dp 

d z ? z M ’ 


I 3. R i F L E X I O N. 

Pour le cas où l’angle a eft ~ o, je lui ai donné l’exclullon 
par les opérations faites dans la v nc Réflexion, y ayant mulriplié no- 
tre équation par rang a, qui évanouît dans ce cas. Il faut donc trai- 
ter ce cas féparément, & commencer par la première équation, qui 
pofant a“o donne d’abord t t — c^z c, ou t*~ Z t ; d’où à 

caufe de t “ , & ■ t* ” s l’on tire : ■ 

dz d z* 




dz‘ . 

oc partant z* — z. 


Il faut donc que chaque droite M'CN foit partagée également en 
■■C; oü que le point C foit' le centre de la courbe: de forte que 
route courbe douée d’un centre fourniiTe une folution de ce cas. Ce 
cas admet donc une infinité de folutions, & même par des courbes 
algébriques, qu’il eft fort facile de trouver, < 3 c par cette raifon je ne 
m’y arrêterai pas plus long tems. 


14. R t F t e x r 0 n. 

A' moins donc que l’angle T formé par les deux tangentes MT 
& NT ne foit, ou droit, ou nul, le problème eft toujours impcrs- 
fible, de quelque maniéré qu’on le regarde; ôc on ne fauroit jamais 
trouver une courbe continue, qui donneroit cet angle T confiant & 
oblique. Il eft donc daurant plus remarquable, que ce même problè- 

Z 3 me 


me devient pofiîble dans le cas, où l’angle T eft droit; <3t il me* 
rite d’autant plus, que j’en dcvclopc la folution fournie par les réfle- 
xions précédentes, que les folurions, que d’autres en ont données, font 
envelopées dans les folurions prétendues générales, de furre que ce 
n’cffc que par hazard, qu’elles deviennent juftes dans ce cas. Il eft 
aulfi à remarquer, que dans ce cas il y a même une infinité de cour- 
bes algébriques, qui farisfafTent, parmi lesquelles fe trouve la para- 
bole , dont le foyer répond au point C. Oi la méthode de trouver 
ces courbes algébriques demande une adrefïc particulière, que je 
m’en vais expliquer. • 

PROBLÈME. 

Autour du point C décrire la courbe MAN, que tirant par 
C des droites quelconques MCN, qui coupent la courbe en deux points 
M if N, les tangentes MT NT menées à ces deux points /oient 
eut r' elles perpendiculaires , ou l'angle MT- N droit* 


Solution. 


Ayant tiré par C une ligne -fixe C A , pofons l’angle ACM “ (p, 
la droire CM” s, & la tangente de l’angle CMTm:£, de forte 

rv A /jK 

que Alors tout revient à trouver de telles fon étions 


M de fin (p St cof <p, qui fi l’on prend négativement tant fin $ 
que cof (p, elles changent en en forte qu’il foit MÙR-f- i~o; 

ou puisque t rzz M & M t 6c partant tt* — (— i“o, 

la quantité t doit auifi être une telle fonction de fin (p & cof <p , 

qu’en écrivant fin (p & cof(p, au lieu de — f— fin (p 6c 

-4- cof (p , elle change en forte en t*, qu’il foit 1 1* — {— i “ o . 
Voyons donc quelles fonétions de fin (p & cof <p ont cette pro- 
priété, & d’abord fe prefenrenr celles • cy : 
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I-COl© 

. — fin ©_ 

? + i+cof© 


& 


' fin <E> 






I +cof© ’ 

fin (p 

I - cof© ’ 


-car 


donc 


, fin © 2 fin © 3 

f*'= r rr — - Ï & tt f zzi 

i — coi©- i — cof © 2 

Voilà donc la première fonction convenable pour exprimer la va 
leur de t : 

I. Formule 


t — ± _[ in <P t 

i -j-epr© ’ 


II. Formule 


On voir suffi que des puifïànces quelconques de cetre formule, donc 
les expofans font des nombres impairs, ou même des fractions, donc le 
numérateur & dénominateur font impairs, farisfont également. Donc, 
fi 711 & « marquenr des nombres impairs quelconques, nous aurons: 

• m 

=±( _£t y. 

\ iH-col©/ 

Enfuire, par la compofirion des finus & cofinus des angles multiples, 
on fair que, lorsque l’cxpofanr de la multiplication clt un nombre im- 
pair rsnt fin\© & cof A.© changent de lignes., lorsqu’on prend 
les fin © & cof© négativement. Donc, prenant pour K un nombre 
ïmpair quelconque, nous aurons : 

fin X© 

I^FcoIX© ' 

Comme cette formule réfultc delà première en pofant l’angle À© pour 
©., de même on tirera de la fécondé formule, en marquant par m & K 
des nombres impairs quelconques, m 

IV. Formule t = H- ( ^ K f ~' Y . 

~ \.i±cofA©/ 

Cette formule renfermant toutes les precedentes, il eft bon de faire 

voir 


III. Formule 


t — —~~r— 


184 


voir , comme elle fatisfait 


Qu’on prenne négativement le fin cp «5c 

vi 

c° r <P> & on aura *' = ±(j^j , & partant 


m 


tt 1 


— _i .( - fin ^ a V iafe, , ~ _ 

— +c-o n — — i* 


■coiï.p'' 

Or outre ces formules on peut en donner une infinité d’autres, qui ont 
la même propriété. Que P fignifie une fonction quelconque paire 
de fin p 6c, cof (p, ou telle qui demeure la même, quoiqu’on prenne 
fin (p éc cof p négativement : or que Q^foit une fonction impaire 
de fintp & cofjp, qui devienne — Q_en prenant fin (p &cof(p néga* 


tivemenc; & il eft clair que cette expreflîon 


P-f-Q^ 

QJ 


, devient par ce 


p Q 

changement m p - j q , de forte que le produit de ces deux va* 

leurs foit ~ t. Une relie expreffion néferoit donc pas propre pour 
mais il eft évident, qu’on en peut mulriplîer les formules données, fans 
qu’elles perdent leur propriété. D’où fi P marque une fon&ion paire 
& Q^une fonction impaire de fin (p & coftp, nous aurons les for- 
mules fuivantes beaucoup plus générales : 


V. Formule 

t~± 

VI Formule 

f h 

VII. Formule 

t ' 

VIII. Formule 

î — ± 1 


fin cp 

P+Q. 

i rtcofep 

• p— a 


m 

' fin (p > 


■ i rtcofep ^ 

1 ■ P— 

fin K (p 

P-t-Q. 

i;±;cofX{p 

' p— Q_ 


m 

fin N 


i -4-çof\tp> 

1 -P Q^ 


II 


P _[_ Q 

Il eft auflî clair qu’une puiflance quelconque de p qj peur être 

employée avxc le meme fuecès : donc prenant pour (a & v des nom- 
bres quelconques tant pairs qu’impairs, pendant que m & n & A. 
ne marquent que des nombres impairs; d’où nous obtiendrons en- 
core les quatre formules fui vantes : 

fX 

* ST> _L Ç£y 

, - ÜL 

;; f P H- Q > v 

Vi^tcofpy ■ V.P — Qy 

fin K (£) /'P QN y 

[±cof\(p \P V 

m fi 


IX. 

Formule 

t ~ zt 

X. 

Formule 

t H- 

XI. 

Formule 

t ~ H- 

XII. 

Formule 



m 


/ — H- ( "N n ( P 4 -Q A * 

VidrcoOv^ ■ \P — Qy 


Donc, chacune de ces formules étant égalée à fournira une fo* 

dz 

lution du problème ; 5c puisque la derniere contient toutes les au- 
tres, elle nous fournit la foîurion générale fui vante.: 

m ^ 

â s | j ‘t\ z^ 1 — cof? ^V^ p — ^ * 
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ou puisque ~=~ ~ — 
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laquelle, puisque les deux variables s & <p font féparécs, fuflit pour 
conftruire toutes ces courbes, qui rcfolvcnt le problème. 

C o r o l i. i. 

Dans ces équations on peut aulli l’angle PCM prendre pour 
(P : car, outre qu’il eft indifférent de prendre !a droite CA de l'au- 
tre côté, l’ambiguité du ligne ;+: dont le différentiel dty efl affeété, 
ne clnnge rien dans notre équarion générale, quoiqu’elle produife 
toujours deux courbes differentes. 

C o H o I I. 2 . 

Mais l’ambiguité du ligne ^ qui affeéle cofep, ne produit pas 
deux courbes differentes ; car, fî un ligne regarde l’angle ÀCMnzcp, 
l’autre donnera la même courbe pour l’angle PCM“(p, puisque 
li le cofinus de l’un eft pofitif, celui de l’autre devient négatif, le 
finus demeurant le meme. 

C o r o l l. 3. ■ 

Ayant trouvé une équation entre la droite CM“s, 6c l’angle 
ACM ou PCM —<p, il eft aifé d’en rirer une équation entre les 
coordonnées ^ordinaires CP zz x 6c PM zz y. Car d’abord on 

y jç 

aura szz \V & fin(p~ — , & cot (p zz — . 

C o R o L L. 4. 

De là il eft clair, que fi l’on trouve une équation algébrique en- 
tre z & le finus 5 c cofinus de l’angle <p , fans que l’angle @ même y 
entre par l’intégration j on parviendra auifi aune équation algébrique 
entre les coordonnées a- 6c y ; ou bien la courbe fera algébrique. 


C o r o l 1. 5. 

Donc, pour trouver des courbes algébriques, il faut déterminer 

vi \i 


notre équation générale 


dz 
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en forte, que l’intégrale du dernier membre devienne un logarithme 
d’une fonction de Jin (£> & cof (p. Car, toutes les fois que cette in- 
tégrale n’eft pas réductible à un tel logarithme, la courbe ne fau- 
roit être algébrique. 

Remarque. 

A' l’égard des courbes algébriques, ce problème eft très remar- 
quable: car au lieu que clans les autres problèmes de cette efpcce, où il 
s’agit des courbes algébriques qui leur fatisfont, il faut rendre abfolu- 
ment inrégrables quelques formules différent! elles ; ce problème exi- 
ge, qu’une formule différentielle devienne intégrale par les loga- 
rithmes , & cette circonftance demande une adrefTe tour particu- 
lière dans le calcul. J’ai bien donné autrefois des régies, par le mo- 
yen desquelles on peut rendre intégrables des formules différentielles 
indéterminées ; mais ces régies ne nous prêtent aucun fecours dans 
la recherche des courbes algébriques , qui fatisfont à ce problème. 
Il faut auffi remarquer, que lorsqu’il entre dans l’intégrale l’angle 
même, non feulement la courbe ne devient pas algébrique, mais 
elle ne remplira pnsduemenc les conditions du problème; parce qu’à 
chaque angle ACM“tp, la droire CM — s obtiendra une infi- 
nité de valeurs différentes , ou bien chaque droite menée par le point 
C coupera la courbe dans une infinité de points, ce qui eît contraire 
à l’énoncé du problème. De là il faut conclure, que les courbes al- 
gébriques font proprement celles, qui fatisfont au ptob-éme: & par- 
tant fa folution demande principalement des courbes algébriques, dont 
la recherche eff: par conféquenr très effenrielle à la folution de ce pro- 
blème. Or, puisqu’il elt impoffible de donner une folution générale, 
qui ^enferme toutes les courbes algébriques ; il faur fc conrenrcr des 
folutions particulières , dont je nven vais dévcloper les principales. 

PROBLÈME PARTICULIER. 

Trouver des courbes algébriques , qui fatis/ijpnt au problème 
précèdent, ou telles , qu'ayant mené par le point fixe C, des droi - 

A a 2 tes 


Fig, i 
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tes quelconques MCN, elles coupent la courte en forte en deux 
points M S? N, que les tangentes MT £î* NT tirées à ces point s t 
fttjfcnt eut r 7 elles en T un angle droit. 


I Solution, 


Soir dans la folurion générale — “o, K — ‘ 

y 

pour avoir cette équation 

dÿCirup 

z i yt. coi <p 

dont l’intégrale prife par les logarithmes , fera 

/s ~~ la / ( i H- cof . 


o ™ , 

i , ce — : 
n 


De là on tirera deux courbes, félon que /(i^coftP) cfî affefte, ou 
par le ligne — {— , ou par — : mais l'ambiguité ^tcofô ne don- 
ne pas des courbes liitierentes , d’où il fuilit de prendre coftp. 
Examinons fëparèmenr ces deux courbes. 


i. Courbe , Que l(ï— J— cof<P) air le ligne — , & en mon- 
tant des logarithmes aux nombres, on aura; 



à caufe de % cof <P — ,r, Ayant donc z ~ a en prenant 

les quartés, à caufe de as — xx y y , on trouvera : 

yy~an iax 7 ou y y — z a (-Ï a -U'), 

d’où l'on voit que la courbe eft une parabole, dont le parametFe efl: 
~ z a, & que le point C fe trouve dans l'on foyer. Savoir la pa- 
rabole MAN a cette propriété, que menant par fon foyer C une 
droite quelconque MCN, les range ores MT de NT tirées aux 
points M & N faflvnr en T un angle droit. Et pofant depuis l’axe 
AC l’Angle ACM “ & CM “ a ; le paramétré de la parabole 

étant 


étant —2/i, il y aura s “ , - r . “ CM, & CN“ — ~rz : 

’ J i +cor<P * i-cof^ 

de plus ayant tiré à l’axe CA la perpendiculaire MP —y, ôt 

pofanr C P “ x de forte que À P ~ \ a x , on aura 

y y — 2 a ( | a x ) “ 2/i.AP, comme il eft clair de la rature 

de la parabole ; & l’angle CMT eft Toujours le complément de la 

moitié de l’angle ACM. 


2. Courbe, Soir maintenant s “ a (i — cofg) , qui ré fuite de Fjj 

ï — cof© f:n© v 

t — — - — yr— ~ -rx, — rang l ©, d’où Ton voit que dans cet- 

fm<P ] -t*coi<P 

te courbe l’angle C.M T eft part ouc la moi rie de l’angle ACM. Puis* 
eue cof£~“ , on aura zz—ûz-/?x, ou xx A-yy -f ax — aY (xx -\-yy) 

aJ 


& partant cette équation du quatrième ordre (.v.r + 2 *f :iîjt(.yx+ v-y)” 
nayy, d’où l’on pourvoir, que cette courbe cit i'cpicycloKÎe décrite, 
lorsque îecercle mobile eft égal à l’immobile, dont le peint de rebrous- 
fement rient lieu du point fixe C. Mais la nature de la courbe & fa 
conftruétion fe rirent plus aifémenr de 3 ’équarion a — flfi-cffpV D'où 
l’on voir que pofanr l’angle ACM “ <J), il y a C M “ tf(i — cof<P) 
6c CN ~ n (i +cof<P), de forte que toutes les lignes MCN rirées 
par. lp point C font égales en rr’el les 6c ~ C B , 


ïï. Solution. 


(i vt 

Qu’il demeure — ~o 6c — “ r, mais qu’on prenne pour 
K un nombre impair quelconque : de forre qu’en air, 

dz dipfmA<P 


dz d(b fin 7 \ ® 

OU — “ H ■=- » , 

a ' i — j— cof?^ <P 1 


OU 


-COj?^<P ’ 


une 6t l’autre formule fournira une infinité de courbes algébri- 
ques, dont nous examinerons les principales propriétés. 


A a 3 


i. Cas. 




T $0 

I. Cas. Soit donc ^ - h — f , & l’intéora- 


tion donne I % 


in 


cof\<P 


— T ^ 1 Repartant 


i r-r^ » ou bien s“ — 
i-fcufJV<p X 


y (i+coo.fp) 


Prenons X ™ 3 , de forte que nous avons c zz 

^(.-Hcc,r 3 î)) 

5 c pour les différentes valeurs de l’angle (P nous aurons: 


fi ^ — 0 j 
<P =30° ; 

(P m 6b 0 ; 

<P =$ o° ; 



fi <p “ 5)0° • & — n 

<P ~ 120° ; srzr S. 
* 

(pzz 1 50° ; S— a 
<P “ 1 8o° ; a — v> 


F,g 4 . D’où l’on voit que cette courbe a trois afymtores C a , C e , Cf , 
qui fe croîfent à angles égaux au point C , 6c trois branches éga- 
les, aAa, rEf , 6t 


Par là on comprend, que fi l’on mettoit X “ J, la courbe 
auroit cinq üfymtotes , 6c autant de branches égales 6t femblables, ce 
qui s’creml à tous les autres nombres impairs pofes pour X. Au 
refte fi X ;ÈZ 3 > la courbe fera du 6 nic ordre , fi X ~ 5 y du 1 0 mc 
6c en général elle fera de l’ordre 2X. Le cas précèdent de la pa- 
rabole y cfi: auffi compris en pofant X ZZ 1 ; mais dans ce cas la 
courbe n’a pas des branches afymtotîques, comme dans les autres cas, 
où X eft un nombre impair plus grand que l’unité. 


De 


De ces courbes il faut au fit remarquer } que puisque 

- y C ?^ r^— cot il y aura CMT“yo° 

d s IinA .0 

ou CMTr 50° — -.ACM. 

^ — . . -dz //Çfin?jp _ 

2. Cas. Soir maintenant — “ — I rr- - : oc on aura 

a i - col K<P 

après l’intégration : 

i K 

! z ~ I a -\ /(i — cof^Ç)) , ou s ” aV (i — cof?v(p). 

Pofons K — 3 , de forre que ss “ ff^(i — cof^<P) , & nous aurons 
pour Jes differentes valeurs de l’angle (p : 


fi <P“o°; 

£ “ O 

n (f>= 

90 ° ; 

z “ n 

(p— 30 i 

z— a 

9 = 

120 j 

z~o 

<P — 6 0 ; 

h 

9= 

150 ; 

z~a 

■ (p =90 ; 

z — a 

9 = 

180 j 

& 

11 


Cette courbe fera donc compofée de rrois faillies égales 6c fembla- 
bles, comme elles font représentées dans la $ mc Figure , coiices au 
point fixe C. Et fi l’on pofe z “ y ou b ™ 7, on aura des cour- 
bes formées de 5 ou 7 feuïllcs auifi fembiables entr’dles. Et par- 
tant ce cas fournît suffi une infinité de courbes algébriques, qui fa- 
tisfont au problème. Puisque dans l’application de ces courbes on a 
s d(P i-co f\(P . 

* = -fa = = tan ^ 1 


fin K(P 


on voit qu’il y aura toujours CMT~— ACM, & dans le cas de 

K " 3 , l’angle CMT“ % A C M. Pour ce cas K zz. 3 , fi l’on 
introduit les coordonnées a- ~ scofip & jy il afin <P, on aura 

z e ” n 2 z 3 — — a 2 x 2 — f— $a 2 xyy & 


& cette équation cranr réduire à la rationalité, à caufe de »*“.*■*' -f yy t 
montera au i2 me degré. D’où l’on conclut aifément, que mettant 
pour K un nombre impair quelconque, la courbe fera du 4K me ordre. 


III. S o l u t 1 o H. 


Tant que nous pofons —■ ~ o , nous ne pourrons pas trou- 
ver d’autres cas, qui ccnduîfent à des courbes algébriques, & il efl: 
évident par la forme des différentiels logarithmiques, que l’un & 

l’autre expofant - - & y ne fauroient recevoir d’autre valeur que 

l'unité. D’où nous aurons cette équation à confidèrer 
d z J/tK fin ?^.<P P Q_ 

— — ± ■ p^tqj 

où P doit être une fonction paire , impaire de fin © & cof 
& \ un nombre impair. Soir donc d’abord \ “i, P”i, 
Qjrzr m cof © , de forte que nous ayons : 

dz , fin© 1 wcoftp 

— ; 7— . ; r~- 

Z i-f-coi© i-f-zwcol© 

Concevons que ce multiplicateur de + </©, fe réfolve en ces deux 
afin© é’fin © 

parties: — - — -*7 : 7-, or il faut quil loir 

r I-J— cof© I~4-7»cf© 

fin © — vi fin © cof© “ a fin © — f— § fin © — (§ -fa m) fin © cof© 

& partant : a -+- £ — 1 & £ -f- am ~ — m , donc: 

— 1 tn 


a(w — 1)~ — ct — 1 & a“-— 


m 


& £ = 


m 


De là nous obtiendrons : 


.dz — (m-f- 1) dtp fin© 2tndQ fin© 

' z ï-f-cof© 1-4- w cof© 


& 
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& en prenant les intégrales : 
s * 

±(ï — w) /—■ n — / (i -H cof$0 H- /(i-4->#corç>)* ( 

i t ^- w (>+7*cor<p y H ,. w _. tf | - w Ci + cof^) i +” 

(i+cof^ï)ï+ w 3 ( i -f m cofç >) * 

& puisque l’on peur prendre pour m tout nombre poflîble, ces deux 
équations foumiffent une infinité de folutions farisfafeites par des 
courbes algébriques. On voit d’abord que fi Ton merroir r, 

on tomberoit dans la première folution , & que le cas m — i ne 
meneroit à rien. Dévelopons donc quelques uns des plus fimples cas : 

Cas i. Soit ta — 2 , &.on aura : 

_ * (i-4-côr<p) 3 ( n — ( j — 4-" a c or <g>) a 

a (i-4 — 2 cof<p)® 3 a (i— 1— cof(p) 3 * 

d’où poux differentes valeurs de l’angle 0, on tirera: 

n. 

fi 0— o j z— £ a 

0— 3 0 °j »=rfi(7-4V3)« 
0 — 6 o°; % — \\a 

0 ZZ 20 °; siz: a 
0 —\ 2 o°; sZT o * 

0 —i$o°; z=i 6 (?j- 4 y 3 )a 
0 —iSo°; s“ 

B b 


I. 


fi 0— O 0 * Z 

0— 3°°; s 
0ZZZ 6o°; z 
0— 90 °; z 
0 —i 2 o°; z 
0 —i fo°; a 
ÇmiiSo 0 ; a: 


f a 

7 + 4 ^ 3 

16 

- a 

\ ^ 
co a 

. 7 - 4 V 3 


16 
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Fig. 6 . La courbe, qui répond à la première formule, , auto donc la forme re- 
prcfentée dans la 6 mc figure , & eft compofée de. deux branches 
EAE & yCy, qui concourent avec les afymptores Ce & Ce- ni* 
clinées à l'axe CB de 60 degrés : & la branche yCy a un point de 
tebrouflement dans le point C. 

*'•£. 7 . Or la courbe qui répond à l’autre cas, eft: reprêfentée dans la 

yme Figure. Elle a d’abord Une feuille ADCDA fermée au point 
fixe C, où concourent deux points de rebroufTement, dont les tan- 
gentes font inclinées à l’axe CB d’un angle de 6o° départ & d’au- 
tres : & de là partent deux branches paraboliques CE & CE, 
qui s’éloignent à l’infini. 

En pofant zcoîp~x, on aura les équations fuivantes : 

I. z 4 — 4XZ 3 — f— 4.rjT»s.™/ï& 3 — j— 3 a xzz — j— 3 axxz— rx 3 . 

IL a 3 — 3 .ras— 3 .r x c a z z —j— ^axz —J— 4a xx , 

entre les coordonnées x & y la première montera au huitième, & 
l’autre au fixième degré. 

Cas. a. Soit *» “ 3, & on aura: 

' ’ (r— l— ^cof^)) 5 * ~ ** (1— l— cof^p) 4 * 

qui en exrrayanr la racine quarrée fe réduifent à : 
t -, — ttÇi-hco^) 2 . ri - — 

i-l-3cof(p * ’ (i-J-cofp) 2 ’ 

Fig. g. La première de ces courbes eft: repréfentée dans la 8 me figure , 
qui eft compofée de deux branchés EAE & yCy, qui concou- 
rent avec les afymtotes ce, ce inclinées à l’axe A B d’un angle 
70°, 32 *, dont k cofinus eft “ £ : & la iemiere branche yCy 
a un point de rebrouffèment au point C. 


■lAau- 


S «9* 

V autre courbe efl repréfen'tée dans la g ™ Figure & ïft formée Fig. >. 
d’un rrait continu ECDADCE, donc les branches CE, CE éten- 
dues à l’infini font paraboliques. 

* * fiïî, 3.* Soit wrr'T, Ôt noS deux équations feront 

i v*- — (r-h^c ofcp) 2 . ]r y * _ (1 H- cof(p) T 
* ~ (H-cofjp)* ’ * * (i-h*cof,fO«’ 

ou prenant les q narrés 

- tf(i-hjcof^) 4 tj _ ^(r-hcofg )) 3 

' * (1— cofcp) 3 ’ . ’ ( 1 **f~ j col ;p) 4 * 

auxquelles répond la tangente de l’angle C MT 

O+co^O+j 60 ^) . jj Q+corp)(t + & cof$) 

ûn(f)(i-icof(p) * * fin<p(i— J cofjp) 

Ces dcuxconrhes font plus* régulières que les precedentes, la pre- 
mière (Fig. 10.) étant femblable aune parabole, & l’autre (Fig. 1 1 .) 
à une épicycloïde. 

IV. Solution. 

La folucibn précédente fera portée à une plus grande généra- 
lisé .en'inenanr fmAap 6c cof*K^, au lieu -de -fin (£r 6t cof £>, où L 
marque un nombre impair quelconque. Pofons donc : 

d% , fin K(h a ■mcoÇ\(h 

— f" - — . à (b • — 1 — r * — — pr — , 

— : z 1— }-coiA(p 1— (— mcofAcp 

& cette équation fe réduira à cette forme : 

itO s 1 — {— cof \<p 1 —\—7n cof'Kp ’ 

.dont r.intégrale Je trouve : 

"4- (: — vi) l — — — - — ^ ^0 4- cof\(p) — j — — / (1 Jç-.m cof\(ft5 » 


no* 


Bb î 


d’où 


0 J $*' # 

d’où Ton tire les deux équations fuivantes : 

2 ttî*f I 

(i+«col\(p/^ r (i -f-cof\;p)^ r 

I. ; ; II. zZZ a. r 

m\ i 2 

C + cof^^: ■ 

Et la tangente de l’angle CM T fera pour ces deux cas: 

(i+col\(p)(i-f-7/icolX(p) . jj ^ (i 4- col\ (p)(i -f mcoïkÇf) 

fin?.^).(i — m cof\(p) 1 - fin . (x — «rcofMP) .♦ 

d’où l’on peut tirer encore une plus grande infinité de courbes algé- 
briques) qui fatisfont au problème ; puisqu’il y a ici deux nombres 
K & vt , qu’on peut prendre à volonté, celui-cy m fans aucune 
reftri&ion , mais celui - là K ne fauroic marquer que des nombres 
impairs entiers. Il ne fera pas aufiî difficile de tracer à. peu près 
la figure de ces courbes. 

V. Solution^ 

Pour rendre ces folutions encore plus générales, je remarque qu’au 

„ _ _ I wcofffl ’ . -, 

lieu dun faéîeur on y peut jouter autant d autres 

i-i-mcorÇ) r 

qu’on veut de la même forme , fans que l’inrégration par les loga- 
rithmes en foit troublée. Or pour en rendre l’opération plus évi- 
dence , je mettrai pour m des fraétions , & prenant m } p t 

pour des nombres quelconques, foit ' ■ ■ 

dz , _ ■ i »jifcof^> »+jcor(p /?4-cor(p 

— T — *<Q lin <0 ' , _ co fp • co f0 • C0 fp -p-coty 

& qu’on dé vélo pe cette fraflion compofée en des fractions fimples, 
félon la méthode que j’ai enfeignée en regardant cof <P comme une 
fimplç variable. 


Qu’on 


^ Ï57 ^ 


Qu* on po lé pour abréger félon cette méthode : 

( iw-f-i) (»'H— O (/'"HO „ 


(®r — O (« — O O — O 

2 m nt) (/> -|-«r) 


O — '«*)(» — ro ) C7 3 


= e 


2 « 


(i ») (m «) (/> «) 

2 /> Qb-Hp) 


y 

a 


O — p) ( m — p) o — /O 

& notre équation fc réfoudra dans cette forme : 

_ a< ^P fin tp i_£^î>f in (P , y^(P finÇ) dV(p fin 
— a "" x — cof(p m— cofÇ) « — cof(p />-cof(D ’ 

dont l’intégrale eft 

— ou — “ ( i - cof (p) Œ (w - cof (p) ^ (» - cof(p)^ (/> - cof®) ^ . 
a a - 

VI. Solution, 


On peut rendre cette folution encore plus générale en intro- 
duifant l’angle mulriple \(p au lieu du fimple (p, où K marque un 
nombre impair. Car alors en prenant pour /b, », p } q, &c. des 
nombres- quelconques , les conditions du problème feront aulU rem-- 
plies par cette équation : 

^_àz \ ^ I «4*cofA.$ B-f cofA.(p ^cof^p ÿ+cof K$ 
— „ Cf) ^ — cofAep m— coïhÿ ' n— cof?^p ' p— cof/^(p ’ q— cof\(p ' 

Or ce produit dè fra&îons eft aufiî réfoluble en des fractions fimples, 
dont chacune eft un différentiel logarithmique : car en pofànc v pour 
cof , on fait, que cette fraétion : 

t (w-HO (p- \-v) 

(I — v){nt; — p) (» -V) (p v) {q vf 

B b 3 puis- 


@ *58 $ 

puisque la variable v fl moins de dimenfions dans lé numérateur que 
dans le dénominateur, eft réfoluble en ces fhétions fimples 

-s i.-±-+-ï— t-'-i — h-^-, 

i v m v n — — v p v . q y 

dont les numérateurs ont les valeurs fuivantes : 

(»-4~0 (p-hi)Cÿ-hQ 

— (;«—!)(« i)0 i)(q 1 ) 

2 m (» — |— w) (p-\-m) 

(i m)(p — 

2 » («— \-n)(p — (— n) 

— -(t »)(/» n)(p n)[q tj) 

— LE (^-HOQg-HOCg -HO 
( î — p) ( m — ;■’) C» — /> ) ( ? — /> ) 

- a g (*»-4-gK ff -4 - ^(y" 4-ÿ) 

“ 0 — ?)o — ?)C» — $) (p — y) 

Donc, fi nous remettons cof \ @ pour v , & que nous multiplions 
toutes ces fractions par ^tpfin K(p , nouS aurons: 

■ <Mpfin\(p . 

— ” — JITcoT h$ ’ »- cof\(D cofïvjp ÿ-cof\ç 

dont l’intégrale efl : 

æ _y_ _£ 

— = «cof^) X (»^Cofï^) X (H«cor?^)'^(^-cofA^)^-cop^i)^ 

jj 

de forte que nous ayons une double équation algébrique, dont l’une 
& l’autre fournit une infinité infinie de courbes algébriques : puis- 
que non feulement les quantités m -, », /, q font arbitraires, mais 
que leur nombre, peut-être augmenté à volonté. 
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R £ U A R QUE. 
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La folution de ce problème, que je viens de trouver, eft fi gé- 
nérale qu'il n’y a point de doute, que toutes les folg rions poflîbles n’y 
foient comprimes: ce qui eft d’autant plus remarquable, que la natu- 
re du problème fembioit d’abord promettre un petit nombre de cour- 
bes algébriques, à caufe de la fingulariré, qu’avant que d’y arriver 
il fai oit pîfler par une équation logarithmique. Or nous venons de 
voir que cette même circonftancc nous a conduit à cette incompré- 
Jienfible infinité de (blutions algébriques , qui (iirpaflë bien loin la 
mulritude des folu rions, qu’on trouve pour d’autres problèmes indé- 
terminés de même genre, où il s’agit des folutions algébriques, & 
auxquels on peut appliquer la méthode, que j’ai donnée aurrefois 
pour cette fin. Le problème mérite donc à cet égard rourc l’ at- 
tention poflîble , & il n’y a point de doute, que fa confidération ne 
conduife à quantité d’aurres belles recherches. 
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